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Survey Hamiltonian structure of matter models; viz. magnetofluids

and Vlasov. Describe GEMPIC a Poisson integrator.



Overview

• Hamiltonian Structure. Background material.

• Extended MHD. Aesthetically pleasing.

• Vlasov Computation. Pleasing and practical.
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Zusammenfassung 
Einleitend wird kurz auf die Bedeutung und die Anwendungsmoglichkeiten 
hingewiesen, die die Wellen in einem Plasma fur verschiedene Gebiete der 
Physik und der Astrophysik haben konnen (Abschnitt I). Die Grundgleichungen 
fur ein nicht quasineutrales Plasma werden in Abschnitt 2 abgeleitet, wobei 
vorausgesetzt wird, daB der EinfluB von neutralen Teilchen vernachlassigt 
werden kann, daB die Ionen- und Elektronenladungen gleich groB sind und daB 
der Druck der Ionen und Elektronen als isotrop angesehen werden kann. Der 
Unterschied der Grundgleichungen gegeniiber denen eines quasineutralen 
Plasmas wird diskutiert. I n  Abschnitt 3 werden die Gleichungen auf ein 
homogenes Plasma angewandt und linearisiert. Die GroBenordnung der ver- 
schiedenen Terme in den Gleichungen wird abgeschatzt. 
I n  den Abschnitten 4 bis 6 wird die Ausbreitung von Wellen kleiner Amplitude 
in einem homogenen Plasma untersucht. In  Abschnitt 4 werden Wellen in einem 
5uBeren Magnetfeld, deren Frequenz klein gegen die Gyrationsfrequenz der 
Ionen sein soll, behandelt. Man bekommt dann die ALFVENschen Wellen und 
allgemeine hydromagnetische Wellen. Diese Wellen konnen transversalen oder 
longitudinalen Charakter haben und im allgemeinen Fall auch gleichzeitig 
transversale und longitudinale Anteile besitzen. I n  Abschnitt 5 werden longitu- 
dinale Plasmaschwingungen und Wellen ohne auBeres Magnetfeld betrachtet, 
wobei auch die Ionenschwingungen beriicksichtigt werden. I n  Abschnitt 6 
wird zunachst die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Plasma 
ohne auBeres Magnetfeld diskutiert. Daran anschlieBend wird die Ausbreitung 
von Wellen parallel zu einem LuBeren Magnetfeld untersucht, wobei auch kurz 
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und 

mi me 

+ ( j grad + 3) 1 j . 
?1e J 

(2.10) 

Die ziemlich willkiirlich erschcincnde Aufspaltung der linken Seite in d,v - - und 
at 

.V, findet ihre Rechtfertigung darin, dalj Nl gerade verschwindct, wenn man 
d V  

Quasineutralitat annimmt, wahrend 2 dann in die Form iibergeht, die von 
d t  SCHLUTER angegcbcn wurde. 

Man sieht, dalj Nl ein bilinearer Ausdruck in v und j bzw. seincn Ableitungen 
ist, da dort auftretende zeitliche Ableitungen mit Hilfe der Kontinuitats- 
gleichungen durch Terme ausgedriickt werden konnen, die u bzw. j enthalten. 
I n  GI. (2.9) sind in fast allen Fallen die beiden letzten Gliedcr, die nur j ent- 
halten, klein gegeniiber den beiden ersten, da die Diffusionsgeschwindigkeiten 
im allgcmeinen sehr klcin sind. 
Die Differenz der Gln. (2.3) und (2.4) ergibt nach Division durch mi bzw. me 
und nach einigen weitcrcn Umformungen die ,,Diffusionsgleichung", die auch 
als das verallgemeinerte OHhIsche Gesetz bezeichnet wird : 

I 
(m, - mi) -- [ j B ]  - me gradpi + mi gradpel. (2.11) 

e (ni fit, + n e  mi) C l + __- 

Hier stehen auf der rechten Seite die die Diffusion erzeugendcn elcktrischen 
Felder bzw. eingepragten elektrischen Felder. Die beiden ersten Glieder zu- 
sammen stellen im Falle dcr Quasineutralitat dicjenige elektrische Feldstarke 
dar, die in dem mit, der Geschwindiglreit v mitbewegten Koordinatensystem 
gemcssen wird. Das erste Glied in dcr geschweiften Klammcr ist dcr sogcnannte 
HALL-Term, wahrend die beiden letzten Glieder die Druckdiffusion wieder- 
geben, Auf der linken Seite ist CT die skalare elektrische Leitfahigkeit, welche nur 
sehr wenig vom Magnetfeld abhangt (sie ist senkrecht zum Magnetfeld nur etwa 
halb so grol3 wie parallel zum Magnetfeld [ 3 ] ) .  Die Leitfahigkeit ist gcgeben 
durch 

ez(ni m, -l- n,mJ 1 
mi me V 

o=--  - (2.12) 

Anf der rechten Seite des ,,OHMschen Gesetzes" steht zwar im HALL-Term 
noch der elektrische Strom; diescs Glied laRt sich aber mit Hilfe der Bewegungs- 
glcichung eliminicren, so da13 dann der elcktrische Strom auf der rechten Seite 
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Hamilton’s Equations

Canonical Momentum: pi = ∂L
∂q̇i

← inverse function theorem

Legendre Transform: H(q, p) = piq̇
i − L(q̇, q)

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
,

Phase Space Coordinates: z = (q, p) , α, β = 1,2, . . . 2N

żα = Jαβc
∂H

∂zβ
= {zα, H} , (Jαβc ) =

(
0N IN
−IN 0N

)
,

Jc := Poisson tensor, Hamiltonian bi-vector, cosymplectic form

symplectic 2-form = (cosymplectic form)−1: ωcαβJ
βγ
c = δ

γ
α,



Noncanonical Hamiltonian Definition

A phase space P diff. manifold with binary bracket operation
on C∞(P) functions f, g : P → R, s.t. { · , · } : C∞(P) × C∞(P) →
C∞(P) satisfies

• Bilinear: {f + λg, h} = {f, h}+ λ{g, h} , ∀f, g, h and λ ∈ R

• Antisymmetric: {f, g} = −{g, f} , ∀f, g

• Jacobi: {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {F, g}} ≡ 0 , ∀f, g, h

• Leibniz: {fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g , ∀f, g, h.

Above is a Lie algebra realization on functions. Take fg to be
pointwise multiplication.

Eqs. Motion: ∂Ψ
∂t = {Ψ, H}, Ψ an observable & H a Hamiltonian.

Example: flows on Poisson manifolds, e.g. Weinstein 1983 ....



Noncanonical Hamiltonian Dynamics

Sophus Lie (1890)

Noncanonical Coordinates:

żα = Jαβ
∂H

∂zβ
= {zα, H} , {f, g} =

∂f

∂zα
Jαβ(z)

∂g

∂zβ
, α, β = 1,2, . . .M

Poisson Bracket Properties:

antisymmetry −→ {f, g} = −{g, f} ,

Jacobi identity −→ {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

G. Darboux: detJ 6= 0 =⇒ J → Jc Canonical Coordinates
Sophus Lie: detJ = 0 =⇒ Canonical Coordinates plus Casimirs

J → Jd =




0N IN 0
−IN 0N 0

0 0 0M−2N


 .



Poisson Manifold M Cartoon

Degeneracy in J ⇒ Casimirs:

{f, C} = 0 ∀ f :M→ R

Lie-Darboux Foliation by Casimir (symplectic) leaves:

Leaf vector fields, Zf = {z, f} = Jdf are tangent to leaves.



Lie-Poisson Brackets

Coordinates:

Jαβ = cαβγ zγ

where c
αβ
γ are the structure constants for some Lie algebra.

Examples:

• 3-dimensional Bianchi algebras for free rigid body, Kida vortex,

& rattleback toy.

• Infinite-dimensional theories - matter models: Ideal fluid flow,

MHD, shearflow, extended MHD, Vlasov-Maxwell, BBGKY, etc.



Magnetohydrodynamics (MHD)

Equations of Motion:

Force ρ
∂v

∂t
= −ρv · ∇v −∇p+

1

c
J ×B

Density
∂ρ

∂t
= −∇ · (ρv)

Entropy
∂s

∂t
= −v · ∇s

Ohm′s Law E + v ×B = ηJ ≈ 0

Magnetic Field
∂B

∂t
= −∇×E = ∇× (v ×B)

Energy:

H =
∫

D
d3x

(
1

2
ρ|v|2 + ρU(ρ, s) +

1

2
|B|2

)

Thermodynamics:

p = ρ2∂U

∂ρ
s =

∂U

∂s



Noncanonical Lie-Poisson Bracket (pjm & Greene 1980):

{F,G} = −
∫

D
d3x


Mi


 δF

δMj

∂

∂xj
δG

δMi
− δG

δMj

∂

∂xj
δF

δMi




+ ρ


 δF

δM
· ∇δG

δρ
− δG

δM
· ∇δF

δρ


+ σ


 δF

δM
· ∇δG

δσ
− δG

δM
· ∇δF

δσ




+ B ·
[
δF

δM
· ∇δG

δB
− δG

δM
· ∇δF

δB

]

+ B ·
[
∇
(
δF

δM

)
· δG
δB
−∇

(
δG

δM

)
· δF
δB

] 
 ,

Dynamics:

∂ρ

∂t
= {ρ,H} , ∂s

∂t
= {s,H} , ∂v

∂t
= {v, H} , and

∂B

∂t
= {B, H} .

Densities:

M := ρv σ := ρs



Casimir Invariants

Helicities are Casimir Invariants:

{F,C}MHD = 0 ∀ functionals F.

Casimirs Invariants (helicities):

CB =
∫
d3xB ·A , CV =

∫
d3xB · v

Topological content, linking etc.

Cf. William Irvine, ...



Extended MHD (XMHD)
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Zusammenfassung 
Einleitend wird kurz auf die Bedeutung und die Anwendungsmoglichkeiten 
hingewiesen, die die Wellen in einem Plasma fur verschiedene Gebiete der 
Physik und der Astrophysik haben konnen (Abschnitt I). Die Grundgleichungen 
fur ein nicht quasineutrales Plasma werden in Abschnitt 2 abgeleitet, wobei 
vorausgesetzt wird, daB der EinfluB von neutralen Teilchen vernachlassigt 
werden kann, daB die Ionen- und Elektronenladungen gleich groB sind und daB 
der Druck der Ionen und Elektronen als isotrop angesehen werden kann. Der 
Unterschied der Grundgleichungen gegeniiber denen eines quasineutralen 
Plasmas wird diskutiert. I n  Abschnitt 3 werden die Gleichungen auf ein 
homogenes Plasma angewandt und linearisiert. Die GroBenordnung der ver- 
schiedenen Terme in den Gleichungen wird abgeschatzt. 
I n  den Abschnitten 4 bis 6 wird die Ausbreitung von Wellen kleiner Amplitude 
in einem homogenen Plasma untersucht. In  Abschnitt 4 werden Wellen in einem 
5uBeren Magnetfeld, deren Frequenz klein gegen die Gyrationsfrequenz der 
Ionen sein soll, behandelt. Man bekommt dann die ALFVENschen Wellen und 
allgemeine hydromagnetische Wellen. Diese Wellen konnen transversalen oder 
longitudinalen Charakter haben und im allgemeinen Fall auch gleichzeitig 
transversale und longitudinale Anteile besitzen. I n  Abschnitt 5 werden longitu- 
dinale Plasmaschwingungen und Wellen ohne auBeres Magnetfeld betrachtet, 
wobei auch die Ionenschwingungen beriicksichtigt werden. I n  Abschnitt 6 
wird zunachst die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Plasma 
ohne auBeres Magnetfeld diskutiert. Daran anschlieBend wird die Ausbreitung 
von Wellen parallel zu einem LuBeren Magnetfeld untersucht, wobei auch kurz 
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Extended MHD

Ohm’s Law:

E +
V ×B

c
=

me

e2n

(
∂J

∂t
+∇ · (V J + JV )

)

− me

e2n
(J · ∇)

(
J

n

)
+

(J ×B)

enc
− ∇pe

en
.

Momentum:

nm

(
∂V

∂t
+ (V · ∇)V

)
= −∇p+

J ×B

c

−me

e2
(J · ∇)

(
J

n

)
.



XMHD

Ohm’s Law:

E +
V ×B
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J

n
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−me

e2
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(
J

n
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XMHD

Ohm’s Law:

E +
V ×B

c
=

me

e2n

(
∂J

∂t
+∇ · (V J + JV )

)

−me

e2n
(J · ∇)

(
J

n

)
+

(J ×B)

enc
− ∇pe
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.

Momentum:

nm

(
∂V

∂t
+ (V · ∇)V
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J ×B

c

−me

e2
(J · ∇)

(
J

n

)
.



XMHD Scaled

Ohm’s Law:

E + V ×B =
d2
e

ρ

(
∂J

∂t
+∇ ·

(
V J + JV − di

ρ
JJ

))

+
di
ρ

(
J ×B −∇pe

)
.

Momentum:

ρ

(
∂V

∂t
+ (V · ∇)V

)
= −∇p+ J ×B

−d2
e J · ∇

(
J

ρ

)
.

Two parameters, de = c
ωpeL

measures electron inertia and di = c
ωpiL

accounts for current carried by electrons mostly ... .



Energy Conservation

Candidate Hamiltonian:

H =
∫
d3x

[
ρ
|V |2

2
+ ρU(ρ) +

|B|2
2

+ d2
e
|J |2
2ρ

]

Kimura and pjm 2014 on energy conservation

H is conserved. Pressure, p = ρ2∂U/∂ρ.

What is the Poisson bracket? Casimirs? Helicities?



XMHD Hamiltonian Structure

Yoshida, Abdelhamid, Kawazura, pjm, Lingam, Miloshevich, D’Avignon

Poisson Bracket:

{F,G}XMHD = {F,G}MHD

+ d2
e

∫

D
d3x

[
∇×V

ρ
·
(

(∇× FB?)× (∇×GB?)
)]

+ di

∫

D
d3x

B?

ρ
·
[ (∇× F ?B

)× (∇×G?B
) ]

where we introduce the ‘inertial’ magnetic field

B? = B + d2
e ∇×

(
∇×B

ρ

)
,

Hamiltonian:

H =
∫

D
d3x

[
ρ|V|2

2
+ ρU(ρ) +

B ·B?
2

]
.



XMHD Hamiltonian Structure (cont)

Casimirs;

C±XMHD =
∫

D
d3x

(
V + λ±A?) · (∇×V + λ±B?

)
,

where

λ± =
−di ±

√
d2
i + 4d2

e

2d2
e

.

Jacobi Identity:

Directly Abdelhamid et al.; remarkable transformations Lingam et

al. which lead to normal fields.



Normal Fields

Normal Fields:

B± := B + d2
e ∇×

[
∇×B

ρ

]
+ λ±∇×V

XMHD remarkably yields:

∂B±
∂t

+£V±B± = 0 ← Lie dragging of 2− forms⇒ frozen fluxes

Dragging velocities:

V± = V − λ∓∇×B/ρ

Helicities:

K± =
∫

A± ∧ dA± , B± = ∇×A± ∼ dA±



Extended MHD

Ohm’s Law:

E +
V ×B

c
=

me

e2n

(
∂J

∂t
+∇ · (V J + JV )

)

− me

e2n
(J · ∇)

(
J

n

)
+

(J ×B)

enc
− ∇pe

en
.

Momentum:

nm

(
∂V

∂t
+ (V · ∇)V

)
= −∇p+

J ×B

c

−me

e2
(J · ∇)

(
J

n

)
.



Ohm’s Laws

Normal Potentials:

E± = −∇φ± −
1

c

∂A±
∂t

Ohms Laws:

E±+
v± ×B±

c
= ∇Υ±



Maxwell-Vlasov



Maxwell Part

∂B

∂t
= −c∇× E

∂E

∂t
= c∇×B− 4πJe

∇ ·B = 0 ∇ · E = 4πρe

E(x, t), B(x, t), ρe(x, t), Je(x, t)



Coupling to Vlasov

∂fs

∂t
= −v · ∇fs −

es

ms

(
E +

v

c
×B

)
· ∂fs
∂v

ρe(x, t) =
∑

s
es

∫
fs(x, v, t) d

3v , Je(x, t) =
∑

s
es

∫
v fs(x,v, t) d

3v

fs(x,v, t) is a phase space density for particles of species s with

charge and mass, es,ms.

An inclusive matter field theory that includes point particles and

fluids as exact reductions.



Maxwell-Vlasov Structure

Hamiltonian:

H =
∑

s

ms

2

∫
|v|2fs d3x d3v +

1

8π

∫
(|E|2 + |B|2) d3x ,

Bracket:

{F,G} =
∑

s

∫ (
1

ms
fs
(
∇Ffs · ∂vGfs −∇Gfs · ∂vFfs

)

+
es

m2
sc
fsB ·

(
∂vFfs × ∂vGfs

)

+
4πes
ms

fs
(
GE · ∂vFfs − FE · ∂vGfs

) )
d3x d3v

+ 4πc
∫

(FE · ∇ ×GB −GE · ∇ × FB) d3x ,

where ∂v := ∂/∂v, Ffs means functional derivative of F with re-
spect to fs etc.

pjm5,9 1980,1982; Marsden and Weinstein 1982



Maxwell-Vlasov Structure (cont)

Equations of Motion:

∂fs

∂t
= {fs, H} ,

∂E

∂t
= {E, H} , ∂B

∂t
= {B, H} .

Casimirs invariants:

Cfs [fs] =
∫
Cs(fs) d3xd3v

CE[E, fs] =
∫
hE(x)

(
∇ · E− 4π

∑

s
es

∫
fs d

3v

)
d3x ,

CB[B] =
∫
hB(x)∇ ·B d3x ,

where Cs, hE and hB are arbitrary functions of their arguments.

These satisfy the degeneracy conditions

{F,C} = 0 ∀F .



GEMPIC

A Maxwell-Vlasov structure preserving particle-in-cell algorithm.

A Poisson integrator.

Michael Kraus, Katharina Kormann, pjm, and Eric Sonnendrücker,

Journal of Plasma Physics 83, 905830401 (2017).



Discretizing the Noncanonical Maxwell-Vlasov
Hamiltonian Structure

• Discretize fields f , E, B

• Discretize Vlasov-Maxwell noncanonical Poisson bracket

• Discretize Hamiltonian Ĥ

• Obtain finite-dimensional Hamiltonian system for

z = (z1, z2, . . . , zN) = (X,V ,E,B)

żi = {zi, Ĥ}d
with N very large.



de Rham complex

I Spaces of electromagnetics form a de Rham complex

H1(Ω) H(curl,Ω) H(div,Ω) L2(Ω)
grad curl div

with φ ∈ H1(Ω), E,A ∈ H(curl,Ω), B, J ∈ H(div,Ω), ρ ∈ L2(Ω).

I Equivalent formulation of de Rham complex with differential forms

HΛ0(Ω) HΛ1(Ω) HΛ2(Ω) HΛ3(Ω)
d d d

Form integrands quantity unit

0-form point evaluation φ V

1-form line integral E V/m

2-form surface integral B (Vs)/m2

3-form volume integral ρ C/m3

I Exactness: Im(grad) = Ker(curl), Im(curl) = Ker(div).

5



Structure preserving discretization

Finite Element Exterior Calculus (FEEC): Mathematical theory for
finite element discretization of differential forms.2

Discrete de Rham complex: Projections Πk commute with exterior
derivatives.

H1(Ω) H(curl,Ω) H(div,Ω) L2(Ω)

V0 V1 V2 V3

Π0

grad

Π1

grad

Π2 Π3

curl

curl

div

div

Exact sequence property on matrix level:

RN0 RN1 RN2 RN3 ,G C D

with ImG = KerC, ImC = KerD.
2Arnold, Falk, Winther, Acta Numerica, 2006.
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Finite Element Exterior Calculus (FEEC)

• Function spaces, for configuration space Ω ⊂ R3

1. H(grad,Ω) = {φ ∈ L2(Ω)|∇φ ∈ L2(Ω)} = H1(Ω)

2. H(curl,Ω) = {A ∈ L2(Ω)|curlA ∈ L2(Ω)}

3. H(div,Ω) = {E ∈ L2(Ω)|divE ∈ L2(Ω)}

where L2 denotes square integrable functions and L2 denotes
square integrable vectors, e.g.,

∫
Ω d3x |E|2.

• Properties

1. ∇(H(grad,Ω)) ⊂ H(curl,Ω)

2. ∇× (H(curl,Ω)) ⊂ H(div,Ω)

3. ∇ · (H(div,Ω)) ⊂ L2(Ω)



FEEC (cont)
• Finite-Dimensional (Discrete) Subspaces

1. V0 ⊂ H(grad,Ω)

2. V1 ⊂ H(curl,Ω)

3. V2 ⊂ H(div,Ω)

4. V3 ⊂ L2(Ω)

• Discrete Subspace Properties

1. GV0 ⊂ V1 ⇔ Im(G) ⊆ Ker(C)

2. CV1 ⊂ V2 ⇔ Im(C) ⊆ Ker(D)

3. DV2 ⊂ V3 DC = 0 and CG = 0

where the discrete grad, G, curl, C, and div, D, are matrices
defined by restriction to the subspaces.



FEEC (cont)

H1(Ω) H(curl,Ω) H(div,Ω) L2(Ω)

V0 V1 V2 V3

π0

grad

π1

G

π2 π3

curl

C

div

D

∃ Compatibility or “Conforming” finite element spaces.

On tetrahedra H1 conforming Pk Lagrange finite elements for
V0, the H(curl) conforming Nédéc elements for V1, the H(div)
conforming Raviart-Thomas elements for V2 and discontinuous
Galerkin elements for V3. A similar sequence can be defined on
hexahedra based on the H1 conforming Qk Lagrange finite ele-
ments for V0.



Spline de Rham complexa

aBuffa, Rivas, Sangalli, Vásquez, SIAM J. Numer. Anal., 2011

I 0-form basis: V0 = span{Sp(x1)Sp(x2)Sp(x3)}
I 1-form basis:

V1 = span







Sp−1SpSp

0
0


 ,




0
SpSp−1Sp

0


 ,




0
0

SpSpSp−1







I 2-form basis:

V1 = span







SpSp−1Sp−1

0
0


 ,




0
Sp−1SpSp−1

0


 ,




0
0

Sp−1Sp−1Sp







I 3-form basis: V3 = span{Sp−1(x1)Sp−1(x2)Sp−1(x3)}
Relation between splines of degree p an p − 1:
d

dxS
p
i (x) = p

xi+p−xi S
p−1
i (x)− p

xi+1+p−xi+1
Sp−1
i+1 (x).
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Discretization of the electromagnetic fields

I Semi-discrete electric field: Eh(x) =
∑N1

i ei (t)Λ1
i (x).

I Semi-discrete magnetic field: Bh(x) =
∑N2

i bi (t)Λ2
i (x).

I Functionals restricted to the semi-discrete fields can be considered
as functions of the finite element coefficients: F [Eh] = F̂ [e] and
F [Bh] = F̂ [b].

I Replace functional derivatives of F [Eh], F [Bh] by partial derivatives
of F̂ [e] and F̂ [b]:

δF [Eh]

δE
=

N1∑

i ,j=1

∂F̂ (e)

∂ei
(M−1

1 )ij Λ1
j (x),

δF [Bh]

δB
=

N2∑

i ,j=1

∂F̂ (b)

∂bi
(M−1

2 )ij Λ2
j (x),

where (M1,2)i ,j =
∫

Λ1,2
i (x)Λ1,2

j (x) dx denotes the mass matrix.

8



Discretization of the distribution function

I Particle distribution function

fh(x, v, t) =

Np∑

a=1

wa δ
(
x− xa(t)

)
δ
(
v − va(t)

)
,

I Functionals restricted to the particle distribution function can be
considered as functions of the particle phasespace trajectories:
F [fh] = F̂ [X,V].

I Replace functional derivative of F [fh] by particle derivatives with
respect to (xa, va):

∂F̂

∂xa
= wa∇x

δF

δf

∣∣∣∣
(xa,va)

and
∂F̂

∂va
= wa∇v

δF

δf

∣∣∣∣
(xa,va)

.

9



Semi-discrete equations

I Dynamical variables: u = (X,V, e,b)>.
I Discrete Hamiltonian:

Ĥ = 1
2 V>MpV + 1

2 e>M1e + 1
2 b>M2b.

I Semi-discrete equations of motion:

Ẋ = {X, Ĥ}, V̇ = {V, Ĥ}, ė = {e, Ĥ}, ḃ = {b, Ĥ}.
I Replace functional derivatives by particle derivatives w.r.t. u.
I Semi-discrete equations of motion

Ẋ = V ẋ = v,

V̇ = M−1
p Mq

(
Λ1(X)e + B(X,b)V

)
v̇ =

qs
ms

(E + v × B) ,

ė = M−1
1

(
C>M2b(t)− Λ1(X)>MqV

) ∂E

∂t
= curl B− J,

ḃ = −Ce(t)
∂B

∂t
= − curl E.

10



Semi-discrete equations

I Dynamical variables: u = (X,V, e,b)>.
I Discrete Hamiltonian:

Ĥ = 1
2 V>MpV + 1

2 e>M1e + 1
2 b>M2b.

I Semi-discrete equations of motion:

Ẋ = {X, Ĥ}, V̇ = {V, Ĥ}, ė = {e, Ĥ}, ḃ = {b, Ĥ}.
I Replace functional derivatives by particle derivatives w.r.t. u.
I Semi-discrete equations of motion

Ẋ = V ẋ = v,

V̇ = M−1
p Mq

(
Λ1(X)e + B(X,b)V

)
v̇ =

qs
ms

(E + v × B) ,

ė = M−1
1

(
C>M2b(t)− Λ1(X)>MqV

) ∂E

∂t
= curl B− J,

ḃ = −Ce(t)
∂B

∂t
= − curl E.
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Semi-discrete Poisson system

I Semi-discrete equations of motion expressed with Poisson matrix:

u̇ = J (u) DuĤ(u).

I Poisson matrix:

J (u) =




0 M−1
p 0 0

−M−1
p M−1

p MqB(X, b)M−1
p M−1

p MqΛ1(X)M−1
1 0

0 −M−1
1 Λ1(X)>MqM−1

p 0 M−1
1 C>

0 0 −CM−1
1 0


 .

I Some properties:
I Semi-discrete Poisson bracket satisfies Jacobi identity.
I CG = 0.
I Discrete Gauss’ law: G>M1e = −Λ0(X)>Mq1Np .

11



Hamiltonian splitting

I Split Hamiltonian and solve equations for each part separately.

I Combine the various substep using splitting methods of different
order (Lie-Trotter, Strang, composition methods).

I Our splitting:

Ĥpµ = 1
2 V>µMpVµ, ĤE = 1

2 e>M1e, ĤB = 1
2 b>M2b.

I Subsystems u̇ = {u, Ĥpµ,E ,B} can all by integrated over time
analytically yielding explicit equations (except for mass matrix
inversion).

12



Examples



Nonlinear Landau Damping

Integrate Vlasov-Poisson

Initial condition:

f(x, v, t = 0) = fM(v)(1 +A cos(kx) with A, k = .5



0 10 20 30 40 50

time

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

1 2
||E

1(
ti
m
e,
x)
||2

γ1 = − 0. 285473

γ2 =0. 086671

Figure 5: Landau damping: Electric energy with fitted damping and growth rates.

Integrator γ1 γ2
GEMPIC −0.286 +0.087
viVlasov1D [48] −0.286 +0.085
Cheng & Knorr [22] −0.281 +0.084
Nakamura & Yabe [74] −0.280 +0.085
Ayuso & Hajian [31] −0.292 +0.086
Heath, Gamba, Morrison, Michler [43] −0.287 +0.075
Cheng, Gamba, Morrison [23] −0.291 +0.086

Table 3: Damping and growth rates for strong Landau damping.

fitted a damping and growth rate (using the marked local maxima in the plot). These are
in good agreement with other codes (see Table 3). Again the energy conservation for the
various method is visualized as a function of time in Fig. 6. And again we see that the
fourth order methods give excellent energy conservation.

7.4 Backward Error Analysis

For the Lie–Trotter splitting, the error in the Hamiltonian Ĥ is of order ∆t. However,
using backward error analysis (cf. Section 5.3), modified Hamiltonians can be computed,
which are preserved to higher order. Accounting for first order corrections H̃1, the error
in the modified Hamiltonian,

H̃ = Ĥ +∆tH̃1 +O(∆t2), (7.9)

is of order (∆t)2. For the 1d2v example, this correction is obtained as

H̃1 =
1

2

[
{ĤD + ĤE , ĤB}+ {Ĥp1, Ĥp2}+ {ĤD + ĤE + ĤB, Ĥp1 + Ĥp2}

]
, (7.10)
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Example: Streaming Weibel

Single electron species, x = (x,0,0), v = (v1, v2,0),

E(x, t) = (E1, E2,0), B(x, t) = (0,0, B3), f(x,v, t) = f(x, v1, v2, t),

Vlasov:

∂f(x, v, t)

∂t
+v1

∂f(x,v, t)

∂x
+
q

m

[
E(x, t)+B3(x, t)

(
v2
−v1

)]
·∂f(x,v, t)

∂v
= 0,

Maxwell:

∂E1(x, t)

∂t
= −J1(x) ,

∂E2(x, t)

∂t
= −∂B(x, t)

∂x
− J2(x) ,

∂B(x, t)

∂t
= −∂E2(x, t)

∂x
,

∂E1(x, t)

∂x
= ρ,

Sources

ρ = q
∫
dv f , J1 = q

∫
dvfv1 , J2 = q

∫
vfv2 .

Note that ∇ ·B = 0 is manifest.



Initial distribution:

f(x,v, t = 0) =
e
− v2

1
2σ2

2πσ2

(
δ e
−(v2−v0,1)2

2σ2 + (1− δ) e−
(v2−v0,2)2

2σ2

)
,

B3(x, t = 0) = β sin(kx) , E2(x, t = 0) = 0 ,

E1(x, t = 0) computed from Poisson’s equation.

Parameters:

σ = 0.1/
√

2, k = 0.2, β = −10−3, v0,1 = 0.5, v0,2 = −0.1, δ = 1/6.

Details:

Domain x ∈ [0,2π/k), 2,000,000 particles, 128 grid points, splines

of degree 3 and 2, and ∆t = 0.01.

Same as Califano (1997), Cheng et al. (2014)
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Figure 3: Streaming Weibel instability: The two electric and the magnetic energies to-
gether with the analytic growth rate.
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Figure 4: Streaming Weibel instability: Difference of total energy and its initial value as
a function of time for various integrators.

40



0 50 100 150 200
time

10-11

10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

1
2
‖E1‖2

1
2
‖E2‖2

1
2
‖B3‖2

growth rate

Figure 3: Streaming Weibel instability: The two electric and the magnetic energies to-
gether with the analytic growth rate.

0 50 100 150 200
time

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

|H
(t
im

e)
−
H(

0
)|/
H(

0
)

Lie

Strang

2nd, 4 Lie

4th, 3 Strang

4th, 10 Lie

Boris

Figure 4: Streaming Weibel instability: Difference of total energy and its initial value as
a function of time for various integrators.

40



Underview

• Hamiltonian Structure. Background material.

• Extended MHD. Aesthetically pleasing.

• Vlasov Computation. Pleasing and practical.


