
PHY–396 K. Solutions for problem 3 of set #5.

Problem 3(a):

First, let us calculate the commutator [γκγλ, γν ]. According to eq. (18), any product of 2

Dirac matrices can be re-ordered as

γνγµ = 2gµν − γµγν . (S.1)

Applying this formula twice, we have

γκγλγµ = γκ(2gλµ−γµγλ) = 2gλµγκ − (γκγµ)γλ = 2gλµγκ − 2gκµγλ + γµγκγλ (S.2)

and hence

[γκγλ, γν ] = 2gλµγκ − 2gκµγλ. (S.3)

Next, according to eq. (S.1), [γµ, γν ] = 2γµγν − 2gµν and hence

Sµν = − i
2(γµγν − gµν). (S.4)

Consequently,

[Sκλ, γµ] = − i
2 [γκγλ, γµ] = −igλµγκ + igκµγλ (20)

or equivalently

[γµ, Sκλ] = igλµγκ − igκµγλ. (S.5)

Finally, by Leibniz rule,[
γκγλ, Sµν

]
= γκ

[
γλ, Sµν

]
+

[
γκ, Sµν

]
γλ

= γκ
(
igλµγν − igλνγµ

)
+

(
igκµγν − igκνγµ

)
γλ

= igλµγκγν − igκνγµγλ − igλνγκγµ + igκµγνγλ

= igλµ
(
γκγν − gκν

)
− igκν

(
γµγλ − gλµ

)
− igλν

(
γκγµ − gκµ

)
+ igκµ

(
γνγλ − gλν

)
= 2gλµSκν − 2gκνSµλ − 2gλνSκµ + 2gκµSνλ,

(S.6)
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and therefore,

[
Sκλ, Sµν

]
= i

2

[
γκγλ, Sµν

]
= igλµSκν − igκνSµλ − igλνSκµ + igκµSνλ

= igλµSκν + igκνSλµ − igλνSκµ − igκµSλν .

(21)

Q.E .D.

Problem 3(b):

{
γρ, γλγµγν

}
= 2gρλ γµγν − 2gρµ γλγν + 2gρν γλγµ,[

γρ, γκγλγµγν
]

= 2gρκ γλγµγν − 2gρλ γκγµγν + 2gρµ γκγλγν − 2gρν γκγλγµ,[
Sρσ, γλγµγν

]
= igσλ γργµγν + igσµ γλγργν + igσν γλγµγρ

− igρλ γσγµγν − igρµ γλγσγν − igρν γλγµγσ.

The algebra is straightforward.

Problem 3(c):

γα γα = 1
2{γ

α, γβ}gαβ = gαβgαβ = 4;

γαγνγα = 2gανγα − γν γαγα = 2γν − γν(4) = −2γν ;

γαγµγνγα = 2gαµγνγα − γµ γαγνγα = 2γνγµ − γµ (−2γν) = 2{γν , γµ} = 4gµν ;

γαγλγµγνγα = 2gαλγµγνγα − γλ γαγµγνγα = 2γµγνγλ − γλ (4gµν)

= 2
(
γµγν − 2gµν

)
γλ = −2γνγµγλ.

(S.7)

Problem 3(d): Let F = − i
2ΘαβS

αβ, thus M = eF and M−1 = e−F . We shall use the multiple-

commutator formula for the e−Fγµe+F , so we begin by evaluating the single commutator

[
γµ, F

]
= − i

2Θαβ

[
γµ, Sαβ

]
= 1

2Θαβ

(
gµαγβ − gµβγα

)
= Θαβ g

µαγβ = Θµ
βγ

β. (S.8)
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The multiple commutators follow immediately from this formula,

[[
γµ, F

]
, F

]
= Θµ

λΘλ
νγ

ν ,[[[
γµ, F

]
, F

]
, F

]
= Θµ

λΘλ
ρΘ

ρ
νγ

ν ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(S.9)

Therefore, by the multiple commutator formula,

M−1γµM = e−Fγµe+F

= γµ +
[
γµ, F

]
+ 1

2

[[
γµ, F

]
, F

]
+ 1

6

[[[
γµ, F

]
, F

]
, F

]
+ · · ·

= γµ + Θµ
νγ

ν + 1
2 Θµ

λΘλ
νγ

ν + 1
6 Θµ

λΘλ
ρΘ

ρ
νγ

ν + · · ·

= Lµνγ
ν .

(S.10)

Q.E .D.
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